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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营
竞赛试题（含参考答案)

冬令营竞赛命题组

2025 年 1 月 17 日

答题须知：

1. 试卷共 7 题，总分 140 分。答卷时间 180 分钟。

2. 答题完毕后请交还试卷、答卷、与全部草稿。

3. 计算结果必须使用题干所给出的参数和物理量表达。

4. 答案应书写在答卷纸上。书写在其他位置不得分。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

1 矢量场的积分 (10 分)
已知三维空间矢量场 F⃗ = (x2y + z) x̂+ (2xy2 + 2z) ŷ + (3z2 − x3) ẑ，其中 x̂, ŷ, ẑ 是三个相互正交的单位
矢量，ẑ = x̂× ŷ。S 为上半球面 z =

√
4− x2 − y2。C 为 S 的边界，取向如图 1.1所示。

(1) (5 分) 计算曲线积分
∮
C
F⃗ · dr⃗，其中 dr⃗ = dx x̂+ dy ŷ + dz ẑ。

解：（1）首先将曲线 C 的参数方程写出来，C 为 x2 + y2 = 4 (z = 0)，即

x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 0, (0 ≤ t < 2π). (1.1)

取微分形式得

dx = −2 sin tdt, dy = 2 cos tdt, dz = 0. (1.2)

矢量场 F⃗ 可以写成参数 t 的函数如下：

F⃗ = (4 cos2 t · 2 sin t)x̂+ (2 · 2 cos t · 4 sin2 t)ŷ + (−8 cos3 t)ẑ. (1.3)

对其进行积分得： ∮
C

F⃗ · dr⃗ =
∫ 2π

0

(−16 cos2 t sin2 t+ 32 cos2 t sin2 t)dt = 4π. (1.4)

备注：计算结果正确，给 5 分；计算结果差一个系数或者符号，但思路清晰，给 3 分；否则不得分。

(2) (5 分) 利用斯托克斯公式验证上述结果。
解法一：选取半球底面为积分面。根据斯托克斯公式∮

C

F⃗ · dr⃗ =
∫∫

S̃

(∇⃗ × F⃗ ) · dS⃗, (1.5)

先求旋度：

∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2y + z 2xy2 + 2z 3z2 − x3

∣∣∣∣∣∣ = −2x̂+ (3x2 + 1)ŷ + (2y2 − x2)ẑ. (1.6)

𝒙

𝒚

𝒛

Figure 1.1: 第 1 题积分曲线 C 示意图
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

利用

dS⃗ = dydz x̂+ dzdx ŷ + dxdy ẑ, (1.7)

得到标量积分元：

(∇⃗ × F⃗ ) · dS⃗ = −2dydz + (3x2 + 1)dzdx+ (2y2 − x2)dxdy. (1.8)

取 S̃ 为平面 z = 0 上半径 r = 2 的圆，利用极坐标变换：

x = r cosϕ, y = r sinϕ, dxdy = rdrdϕ, (1.9)

在圆 r = 2 内积分：∫∫
S̃

(∇⃗ × F⃗ ) · dS⃗ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2

0

rdr(2r2 sin2 ϕ− r2 cos2 ϕ) = π

∫ 2

0

r3dr = 4π. (1.10)

解法二：选取半球上表面为积分面。取 S̃ 为上半球面，利用球坐标变换：

x = ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cos θ, (1.11)

得到

∇⃗ × F⃗ = −2 x̂+ (3ρ2 sin2 θ cos2 ϕ+ 1)ŷ + ρ2 sin2 θ(2 sin2 ϕ− cos2 ϕ)ẑ (1.12)

和

dS⃗ = (sin θ cosϕ x̂+ sin θ sinϕ ŷ + cos θ ẑ)ρ2 sin θdθdϕ (1.13)

在 ρ = 2 的上半球面积分：∫∫
S̃

(∇⃗ × F⃗ ) · dS⃗

= ρ2
∫ π

2

0

sin θdθ
∫ 2π

0

dϕ

[
((((((−2 sin θ cosϕ+

((((((((((((((
sin θ sinϕ(3ρ2 sin2 θ cos2 ϕ+ 1) + cos θρ2 sin2 θ(2 sin2 ϕ− cos2 ϕ)

]
= ρ4

∫ π
2

0

sin θdθ
∫ 2π

0

dϕ cos θ sin2 θ(2 sin2 ϕ− cos2 ϕ)

= ρ4π

∫ π
2

0

sin θdθ cos θ sin2 θ = 4π. (1.14)

【编后】出这道题的目的是考查基础数学知识与计算技能。矢量场和积分是极为基础的数学工具。设
置这道题并非要为难学生，而是旨在考查学生是否跨越了最低的知识门槛。毕竟，理论物理是一门高度
依赖数学计算的学科。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

2 磁场中的极性分子 (20 分)
水分子、氟化氢等极性分子携带电偶极矩。本题研究一个约束在二维平面内的极性分子的运动。我们采
用如图 2.1所示的简化模型来描述极性分子：两个电荷量分别是 ±q 的点电荷被一个刚性棒连接，棒的长
度为 d，分子质心位于正负电荷的几何中心，整个分子躺在 xOy 面内。分子的总质量为 M，绕 z 轴的
转动惯量为 I。为了表示分子的位置和指向，令质心坐标为 (x, y)，负电荷指向正电荷的矢量与 x 轴的夹
角为 θ。沿着 z 方向存在一个匀强磁场 B。

(1) (5 分) 已知一个电量为 q 的带电粒子与磁场的耦合通过如下拉氏量描述：

L = L0 + q ˙⃗r · A⃗(r⃗). (2.1)

其中 L0 为无外磁场情况下粒子的拉氏量。r⃗ 为粒子的坐标，A⃗ 为矢量势：Ax = 0, Ay = Bx。写下
题干所述极性分子模型的拉氏量 L，结果用质心坐标 x, y, θ 与对应的时间导数 ẋ, ẏ, θ̇ 表达。

解：分子中正负电荷的坐标分别为：

x± = x± d

2
cos θ; y± = y ± d

2
sin θ. (2.2)

与磁场的耦合为：

qẏ+Ay(x+)− qẏ−Ay(x−) = qB(x+ẏ+ − x−ẏ−) = qBd(ẏ cos θ + x cos θθ̇). (2.3)

体系的总拉氏量为：

L =
M

2
(ẋ2 + ẏ2) +

I

2
θ̇2 + qBd(ẏ cos θ + x cos θθ̇) . (2.4)

注意：拉氏量添加一个时间全导数不影响运动方程。利用这一性质，上述拉氏量可以进一步整理为：

L′ =
M

2
(ẋ2 + ẏ2) +

I

2
θ̇2 + qBd(ẏ cos θ − ẋ sin θ). (2.5)

(2)（2 分）通过欧拉-拉格朗日方程得到极性分子的运动方程。

Figure 2.1: 第 2 题极性分子模型示意图
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

解：先计算欧拉-拉格朗日方程所涉及的各项导数：

∂L

∂ẋ
=Mẋ;

∂L

∂ẏ
=Mẏ + qBd cos θ; ∂L

∂θ̇
= Iθ̇ + qBdx cos θ;

∂L

∂x
= qBd cos θθ̇; ∂L

∂y
= 0;

∂L

∂θ
= −qBd(xθ̇ sin θ + ẏ sin θ). (2.6)

运动方程为:

Mẍ = qBd cos θθ̇; Mÿ = qBd sin θθ̇; Iθ̈ = −qBd(ẋ cos θ + ẏ sin θ). (2.7)

(3)（3分）通过给 Mẋ, Mẏ 各自适当添加一项，构造出两个守恒量 Px 与 Py（本题中称之为称赝动量）。

解：x 与 y 的运动方程可以整理为：

d

dt
(Mẋ− qBd sin θ) = 0;

d

dt
(Mẏ + qBd cos θ) = 0. (2.8)

从运动方程可看出所寻求的守恒量：

Px =Mẋ− qBd sin θ; Py =Mẏ + qBd cos θ. (2.9)

另解：通过观察整理过的拉式量 L′，可知 x 与 y 均为循环坐标，从而直接推断出其共轭动量为守
恒量。

(4) (5 分) 给定赝动量 Px > 0,Py = 0 的条件下，当且仅当分子指向角 θ 取一些特殊值 θ0 时，分子质
心做匀速直线运动。求所有的 θ0 和对应的分子质心速度 ẋ, ẏ。

解：在给定赝动量的前提下，分子质心速度与指向角的关系为：

ẋ =
Px + qBd sin θ

M
; ẏ =

−qBd cos θ
M

. (2.10)

匀速直线运动意味着 θ 不随时间变化。此时 θ 运动方程右边应为 0：

ẋ cos θ + ẏ sin θ = Px cos θ
M

= 0. (2.11)

求得两个可能的解：

θ0 = ±π
2
; ẋ =

Px ± qBd

M
; ẏ = 0. (2.12)

(5) (5 分) 在上一问所求得的 θ0 中，哪一个对小扰动是稳定的？此时，如果外界对 θ 施加一个小扰动，
θ 将以频率 ω 振动。求 ω。

解：θ 的运动方程为：

Iθ̈ = −qBdPx

M
cos θ. (2.13)
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

令 θ = θ0 + δθ，并展开到 δθ 的第一阶：

Iδ̈θ =
qBdPx

M
sin θ0δθ. (2.14)

稳定性要求：

sin θ0 < 0. (2.15)

可以看出只有解：

θ0 = −π
2
, (2.16)

符合条件。此时振动频率为:

ω =

√
qBdPx

IM
. (2.17)

【编后】本题设计灵感来自于低维半导体中的激子。这里为了简化问题，将激子替换为了极性分子。通
过构造拉式量来分析物理系统是理论物理研究的常用方法。本题通过激子/极性分子这个例子来演示理论
力学方法是如何用到研究工作中去的。在完成了经典力学的分析之后，人们可以进一步通过正则量子化
方法，研究激子/极性分子的量子性质。欢迎大家尝试。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

3 冬季采暖的热力学（15 分）
冬季采暖可以使用热泵，它从低温热源吸热，向高温热源放热，同时做功。假设一台理想热泵对一座建
筑物室内供暖，其功率（单位时间做的功）为 P，并使用温度为 T0 的建筑外空气作为低温热源。同时，
建筑物单位时间向外界损失的热量为 α(T − T0)，α > 0 为一常数，T 为建筑物室内温度。

(1) (5 分) 热泵单位时间向建筑物室内供热是多少？
解：将热泵看作逆向运行卡诺热机，建筑物室内为高温热源，室外空气为低温热源。其工作效率为：

W

Q
=
T − T0
T

, (3.1)

这里 W 是对工质做的功，Q 是对高温热源放热。已知单位时间对工质做的功是 P，那么单位时间
向建筑物供热为：

T

T − T0
P. (3.2)

(2)（5 分）热泵开启后一段时间，建筑物室内将达到恒定温度 Te。求 Te。

解：稳定条件为热泵供热与热损失相等：

T

T − T0
P = α(T − T0). (3.3)

上述一元二次方程有两个解。舍弃不合理的解，得到：

Te = T0 +
P

2α
+

√
T0
P

α
+ (

P

2α
)2. (3.4)

(3)（5 分）该建筑也可以用功率为 P 的电加热器采暖。求此时建筑物室内的恒定温度 T ′
e，并依此说明

电加热采暖效果不如热泵。

解：稳定条件为：

P = α(T − T0). (3.5)

解出稳定温度：

T ′
e = T0 +

P

α
. (3.6)

注意到

Te = T0 +
P

2α
+

√
T0
P

α
+ (

P

2α
)2 ≥ T0 +

P

2α
+

√
(
P

2α
)2 = T ′

e. (3.7)

等号在 T0 = 0 取到。同等功率下，使用热泵供热，建筑物恒定温度更高。因此热泵更有优势。

【编后】本题改编自一道经典的热力学习题。本题的旨趣在于演示热力学与我们日常生活息息相关。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

4 轴子电动力学（25 分）
轴子是一种假想的基本粒子。作为暗物质的可能组分，轴子是宇宙学和粒子物理学的重要研究对象。凝
聚态物理中，一些物质的理论模型与轴子的理论模型高度类似。本题探讨轴子对电磁场的影响。理论家
通过一个实标量场 α(r) 描述轴子，其中 α 为实数，r⃗ 为空间坐标。真空中的轴子场可修正电场高斯定律
和安培定律（方程采用自然单位。在此单位制下，真空中的光速与真空介电常数均为 1）：

∇⃗ · E⃗ = ρ− B⃗ · ∇⃗α; (4.1)

∇⃗ × B⃗ =
˙⃗
E + j⃗ − E⃗ × ∇⃗α. (4.2)

α(r⃗) 为不随时间演化的轴子场。E⃗ 是电场强度，B⃗ 是磁感应强度。电磁学的其它基本定律不受影响。

(1)（5 分）写出场 α(r⃗) 在时间反演（时间 t→ −t）、空间反演（坐标 r⃗ → −r⃗）操作下的变换规则，从
而保证电磁学基本定律满足时间与空间反演对称性。

解：已知电荷密度在时间与空间反演操作下均不变。观察修正过的电场高斯定律，可知 ∇α 与 B
变换性质相同。在时间反演下 B 变号，因此 α 也变号；在空间反演下 ∇ 变号，因此 α 也变号。

(2)（10 分）如图 4.1所示，z > 0 半空间中均匀分布着轴子场：α(r⃗) = α0 > 0；z < 0 的半空间中无轴
子。类比常规电动力学在介质界面处的连接条件，写下 z = 0 处 E⃗ 与 B⃗ 各分量的连接条件。

解：常规电动力学的电场高斯定律

∇⃗ · E⃗ = ρ, (4.3)

可推出电场的界面法向分量连续。注意到修正后的电场高斯定律可以写作：

∇⃗ · (E⃗ + αB⃗) = ρ. (4.4)

因此，E⃗ + αB⃗ 的法向分量连续。类似地，常规电动力学的安培定律

∇⃗ × B⃗ =
˙⃗
E + j⃗, (4.5)

可推出磁场的界面切向分量连续。注意到修正后的安培定律可以写作：

∇⃗ × (B⃗ − αE⃗) =
˙⃗
E + α

˙⃗
B + j⃗. (4.6)

Figure 4.1: 第 4 题轴子场分布示意图。
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因此，B⃗ − αE⃗ 的界面切向分量连续。将上述条件运用到题设情形，得到（5 分）： Ez(z = 0+) + α0Bz(z = 0+) = Ez(z = 0−);
Bx(z = 0+)− α0Ex(z = 0+) = Bx(z = 0−);
By(z = 0+)− α0Ey(z = 0+) = By(z = 0−).

(4.7)

由于磁场高斯定律和法拉第定律不受影响，因此B⃗ 的法向分量连续，E⃗ 的切向分量连续。用之于题
设情形，得到（5 分）：  Ex(z = 0+) = Ex(z = 0−);

Ey(z = 0+) = Ey(z = 0−);
Bz(z = 0+) = Bz(z = 0−).

(4.8)

(3)（5 分）轴子场分布同图 4.1。z < 0 半空间中存在均匀电磁场：E⃗ = E0x̂, B⃗ = B0ẑ。求 z > 0 半空
间中的 E⃗ 和 B⃗。

解：在 z > 0 半空间，由于轴子场均匀分布，麦克斯韦方程与常规真空中麦克斯韦方程一致。因此，
z > 0 处只可能存在均匀分布的静电场和静磁场。设其各分量分别为 Ex,y,z 和 Bx,y,z。运用连接条
件：  Bx − α0Ex = 0;

By − α0Ey = 0;
Ez + α0Bz = 0.

 Ex = E0;
Ey = 0;
Bz = B0.

(4.9)

解出：  Ex = E0;
Ey = 0;

Ez = −αB0.

 Bx = αE0;
By = 0;
Bz = B0.

(4.10)

(4)（5 分）轴子场分布同图 4.1。频率为 ω，极化方向为 x 的平面电磁波沿着 z 方向自 z < 0 半空间入
射。电场分布为 E⃗(z) = E0x̂ cos(ω(z − t))。透射到 z > 0 半空间的电磁波的极化矢量将发生偏转，
求偏转方向和偏转角度 θ。

解：由于 z ̸= 0 处均满足常规麦克斯韦方程，因此平面电磁波解与常规情形相同。设 z < 0 半空间
的电磁场分布为：

E⃗ = E0x̂ cos(ω(z − t)) + E⃗R cos(ω(z + t)); B⃗ = E0ŷ cos(ω(z − t))− ẑ × E⃗R cos(ω(z − t)).
(4.11)

这里 E⃗R ⊥ ẑ 为反射波的波幅。设 z > 0 半空间的电磁场分布为：

E⃗ = E⃗T cos(ω(z − t)); B⃗ = ẑ × E⃗T cos(ω(z − t)). (4.12)

这里 E⃗R ⊥ z⃗ 为透射射波的波幅。在 z = 0 处运用连接条件：

E0x̂+ E⃗R = E⃗T ; E0ŷ − ẑ × E⃗R = ẑ × E⃗T − α0E⃗T . (4.13)
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

对第二式两边叉乘 ẑ，得到：

−E0x̂+ E⃗R = −E⃗T − α0ẑ × E⃗T . (4.14)

与第一式相减，得到：

E0x̂ = E⃗T +
α0

2
ẑ × E⃗T . (4.15)

上述方程的解为：

E⃗T =
E0

1 + α2
0/4

(1− α0

2
ẑ×)x̂ = E0

x̂− α0/2ŷ

1 + α2
0/4

. (4.16)

可见，透射电磁波的极化矢量向-y 方向偏转，偏转角度为:

θ = arctan α0

2
. (4.17)

【编后】本题改编自轴子、多铁体系、与拓扑绝缘体研究的经典论文，主要考查参赛者对电动力学中
连接条件的理解与灵活运用。本题也说明本科阶段的基础知识在前沿研究中会扮演重要角色。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

5 球面上的螺旋电子态 (20 分)
三维拓扑绝缘体的表面存在螺旋电子态。如果表面是一个无限大的 xy 平面，那么电子哈密顿量由下式给
出：

H = λ(σ⃗ × p⃗) · ẑ, (5.1)

其中 λ > 0 是自旋轨道耦合强度，ẑ 是 xy 平面的法向。σ⃗ 由三个泡利矩阵组成的三维向量，p⃗ 是限制在
xy 平面上的动量。
现在考虑一个球形的拓扑绝缘体，其半径为 R。本题研究该表面上的螺旋电子态。定义位置矢量

R⃗ = (x, y, z) 和对应的单位矢量 R̂ = R⃗/R。本题使用自然单位 h̄ = 1。

(1) (5 分) 论证球面上的电子动量可以用 p⃗ = −i
[
∇⃗ − R̂

(
R̂ · ∇⃗

)]
表示。

解：将三维动量 p⃗3D 减去其垂直于球面的分量得到球面上动量：

p⃗ = p⃗3D − R̂(R̂ · p⃗3D) = −i[∇⃗ − R̂(R̂ · ∇⃗)]. (5.2)

(2) (5 分) 球面上螺旋电子态的哈密顿量可以表示成三维轨道角动量 L⃗ 和自旋的耦合。写出其具体形
式。

解：将公式 (5.1)中的 ẑ 替换成 R̂，得到球面形式：

H = λR̂ · (σ⃗ × p⃗) = −λσ⃗ · (R̂× p⃗). (5.3)

将球面上的动量代入其中，得到

R̂× p⃗ = R̂× [p⃗3D − R̂(R̂ · p⃗3D)] =
R⃗

R
× p⃗3D =

L⃗

R
. (5.4)

因此，球面上的哈密顿量为：

H = − λ

R
σ⃗ · L⃗. (5.5)

(3) (5 分) 证明总角动量 J⃗ = L⃗+ S⃗ 是守恒量。这里 S⃗ = σ⃗/2 是自旋角动量。

解：由

[L⃗, R] = 0, [σ⃗, R] = 0, [σ⃗, L⃗] = 0, (5.6)

和

[L⃗, σ⃗ · L⃗] = iσ⃗ × L⃗, [σ⃗, σ⃗ · L⃗] = −2iσ⃗ × L⃗, (5.7)

得到

[J⃗ ,H ] = − λ

R

[
L⃗+

1

2
σ⃗, σ⃗ · L⃗

]
= 0. (5.8)

因此，J⃗ 是守恒量。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

(4) (5 分) 求本题第 (2) 问中哈密顿量的能级和简并度，使用轨道角动量 L⃗ 对应的量子数 l 来表达（L⃗2

的本征值是 l(l + 1)）。

答：因为 J⃗ 是守恒量，其对应的角动量量子数 j 和 jz 是好量子数。计算

σ⃗ · L⃗ =

(
L⃗+

1

2
σ⃗

)2

− L⃗2 − 1

4
σ⃗2 = J⃗2 − L⃗2 − 3

4
, (5.9)

的本征值得到：

j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4
. (5.10)

考虑角动量的合成规则

j =

{
1
2 , l = 0,
l ± 1

2 , l = 1, 2, 3, · · · , (5.11)

得到能量本征值和简并度如下：

j = l + 1
2 : El+ = − 2λl

R , 简并度是2j + 1 = 2l + 2;

j = l − 1
2 : El− = 2λ(l+1)

R , 简并度是2j + 1 = 2l.
(5.12)

【编后】该题源自于命题人 2016 年的一篇论文开篇部分（实际上，应当存在更早的相关文献），其目
的在于考察量子力学的一些基本概念。第一小题主要考察理解能力，只要回答合理，即可得满。后面部
分的考察内容涵盖守恒量的概念、对易关系的计算、角动量耦合的基本知识等。另外，在比赛颁奖后的
交流环节中，一位荣获特优奖的同学提出了一个有趣的问题：为何原本平面系统的能谱具有粒子 - 空穴
对称性，而在球面上却不具备这种对称性？这实际上涉及到球面曲率额外引入了一个等效磁单极子的问
题。我很高兴有同学能指出这个颇具深度的问题，期待若干年后他能成为我们探索自然的同道。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

6 一维杂质散射（25 分）
真实材料中无处不在的杂质对微观粒子的传播行为有着显著影响。在一维和二维，安德森提出了任意有
限浓度的杂质，都将导致所有单粒子态的局域化，从而抑制宏观尺度的输运现象，即“安德森局域化”。
本题通过一维简化模型，复现安德森局域化理论中的一些关键步骤。
如图 6.1所示，考虑一维空间中运动的质量为 m 的粒子，其量子力学哈密顿量为：

H = − 1

2m

∂2

∂x2
+ V (x), (6.1)

这里 V (x) > 0 为原点附近宽度为 2σ 的对称势垒：

V (x) = V (−x), V (|x| ≥ σ) = 0. (6.2)

假设从左侧入射的波数为 k > 0 的粒子，存在如下的定态散射解：

ψ(x < −σ) = eikx + re−ikx, (6.3a)
ψ(x > σ) = teikx. (6.3b)

其中 r ̸= 0。本题中 t, r, k 均作为已知量，且满足 |t|2 + |r|2 = 1，可以用来表达结果。

(1)（10 分）如图 6.2所示，现于原势垒右侧加入一与之完全相同的势垒，两个势垒之间的距离为 l ≫ σ。
若已知从左侧入射的波数为 k > 0 的粒子存在定态散射解：

ψ(x < −σ) = eikx +Re−ikx, (6.4a)
ψ(x > l + 3σ) = Teikx. (6.4b)

求透射振幅 T 的表达式（用 r, t, k, l 表达）。

解：穿过第二个势垒的透射波，由下列过程叠加而成：
1. 第一势垒透射，第二势垒透射；
2. 第一势垒透射，第二势垒反射，第一势垒反射，第二势垒透射；
3. 第一势垒透射，第二势垒反射，第一势垒反射，第二势垒反射，第一势垒反射，第二势垒透射；
· · ·
n. 第一势垒透射，（第二势垒反射，第一势垒反射）n−1，第二势垒透射；

Figure 6.1: 第 6 题单个势垒的定态散射示意图。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

· · ·
这些过程对应的概率幅可以分别计算，得

T1 = t2,
T2 = treiklreiklt,
· · ·
Tn = t(reiklreikl)n−1t,
· · ·

(6.5)

观察可知，{Tn|n = 1, 2, . . . } 为等比数列，利用求和公式，得

T =

∞∑
n=1

Tn =
t2

1− r2e2ikl
. (6.6)

(2)（5 分）以势垒之间的距离 l 为变量，透射率 |T (l)|2 的极大值是多少？取到极大值时的条件是什
么？（用 k, l, θ 表达，其中 θ 是复数 r 的相位）。

解：由公式 (6.6)直接计算，可得

|T |2 =
|t|4

|1− r2e2ikl|2
=

|t|4

1 + |r|4 − 2|r|2 cos(2θ + 2kl)
. (6.7)

当

kl + θ = nπ, (6.8)

满足时（n 为整数）, 有 e2ikl+2iθ = e2nπi = 1。此时

|T |2 =
|t|4

(1− |r|2)2
= 1. (6.9)

最后一步利用了 |t|2 + |r|2 = 1。因此公式(6.8)是透射率取极大值的充分必要条件，极大值为 1，即
全透射。

Figure 6.2: 第 6 题双势垒的定态散射示意图。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

(3)（5 分）假设 l 是分布在 [0, L] 之间的随机数，其概率密度是均匀分布 ρ(l) = L−1。求 L→ ∞ 的极
限下，|T (l)|2 和 log |T (l)|2 的期望：

|T |2 = lim
L→∞

∫ L

0

ρ(l)|T (l)|2dl, (6.10)

log |T |2 = lim
L→∞

∫ L

0

ρ(l) log |T (l)|2dl. (6.11)

解：依据题意，直接计算 |T |2

|T |2 =
|t|4

1 + |r|4
lim

L→∞

1

L

∫ L

0

dl
1

1− 2|r|2
1+|r|4 cos(2θ + 2kl)

=
|t|4

1 + |r|4

∫ 2π

0

1

1− 2|r|2
1+|r|4 cos(2θ + ϕ)

dϕ

2π

=
|t|4

1 + |r|4
1√

1− 4|r|4
(1+|r|4)2

=
|t|4

1− |r|4
=

|t|2

1 + |r|2
. (6.12)

其中第三个等号利用了公式 (6.17)。
透射率对数的期望：

log |T |2 = lim
L→∞

1

L

∫ L

0

{log[|t|4]− log(1− r2e2ikl)− log(1− r∗2e−2ikl)}

=

∫ 2π

0

{log[|t|4]− log(1− r2eiϕ)− log(1− r∗2e−iϕ)}dϕ
2π
. (6.13)

被积函数的第二项、第三项，在积分之后结果为 0：∫ 2π

0

log(1− r2e±iϕ)
dϕ

2π
= −

∞∑
n=1

r2n

n

∫ 2π

0

e±inϕ dϕ

2π
= 0. (6.14)

其中第一个等号利用了对数函数的级数展开。因此所求期望为：

log |T |2 = 2 log |t|2. (6.15)

(4)（5 分）考虑 N 个相同的势垒，相邻势垒之间的距离 l1,2,...,N−1 都是均匀分布在 [0, L] 上的随机数。
假设从左侧入射的粒子穿过全部势垒的透射振幅为 T (N)(l1, . . . , lN−1)。根据上一问的结果和物理
直觉，写下（无需证明）在 L→ ∞ 极限下，log |T (N)|2 的期望。
解：当只有一个势垒时，透射率的对数为 log |t|2，而上一问结果中有两个势垒时，总透射率的对数
的平均值是 2 log |t|2。因此我们猜测总透射率的对数平均值具有可加性，当有 N 个势垒时，我们有
透射率的对数

log |T (N)|2 = N log |t|2. (6.16)
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

【编后】当完成最后一问之后，一维的安德森局域化的核心结论已经近在咫尺：假设杂质的密度为 ρ，
那么波数为 k 的粒子传播距离 x 时，经过了 ρx 个杂质，透射率衰减为 exp(log |tk|2ρx)，向左传播情况
相同。这即是说该粒子被局域在 |x| < |ρ log |tk|2|−1 的范围之内。由于这里 k 是任意的，因此只要 ρ ̸= 0
所有的单粒子态都是局域的。
本题中可能需要用到的公式：∫ 2π

0

1

1− x cosϕ
dϕ

2π
=

1√
1− x2

. (|x| < 1) (6.17)
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

7 量子多体问题的基态（25 分）
物理学中经常研究多电子系统的量子力学基态。真实多电子系统的基态往往很难计算；但是，对于相互
作用形式简单的系统，有时可以直接获得基态波函数。
考虑一维体系中质量均为 m 的三个粒子，它们的坐标和动量分别用 x1,2,3 与 p1,2,3 表示。量子力学

哈密顿量写为：

H =
p21 + p22 + p23

2m
+ V (x1, x2, x3). (7.1)

这里 V (x1, x2, x3) 表示三个粒子之间的相互作用，具体形式为：

V (x1, x2, x3) =
1

2
mω2[(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x1 − x3)

2]. (7.2)

(1)（5 分）证明题干所述哈密顿量的全部本征值可以表达为下式：

E(n, P ) =
P 2

6m
+ (n+ 1)

√
3h̄ω. (7.3)

其中 n = 0, 1, 2, . . .，P 为体系质心的动量。求 E(n, P ) 能级的简并度。
解：系统的势能部分，可以用以下矩阵形式写出：

V (x1, x2, x3) =
mω2

2
(x1, x2, x3)

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

x1x2
x3

 =
mω2

2
(X,u, v)

0 0 0
0 3 0
0 0 3

Xu
v

 .

(7.4)

这里定义了新广义坐标：

X = (x1 + x2 + x3)/3, u = (x1 − x2)/
√
2, v = (x1 + x2 − 2x3)/

√
6. (7.5)

其中我们使用了 3× 3 矩阵的对角化。特别的，X 是质心坐标。用 X,u, v 写出的哈密顿为：

H =
P 2

6m
+ [

p2u
2m

+
1

2
m(

√
3ω)2u2] + [

p2v
2m

+
1

2
m(

√
3ω)2v2]. (7.6)

其中 pu,v 是 u, v 的共轭动量，P 是质心坐标的共轭动量（即总动量）:

P = p1 + p2 + p3; pu = (p1 − p2)/
√
2; pv = (p1 + p2 − 2p3)/

√
6. (7.7)

注意到公式 (7.6)中，中括号内的两部分都是简正频率为
√
3ω 的一维谐振子。根据一维谐振子的量

子化理论，这两部分的能谱分别是

Eu = (nu + 1/2)
√
3h̄ω,

Ev = (nv + 1/2)
√
3h̄ω. (7.8)

因此整个哈密顿量的能谱为

E(n, P ) =
P 2

6m
+ (n+ 1)

√
3h̄ω, (7.9)

其中 n = nu + nv = 0, 1, 2, . . . . 对于给定的 n，简并度是 n+ 1。如果考虑到 P → −P 的简并，那
么简并度变为 2(n+ 1)，两个答案都算对。
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第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

(2)（5 分）证明对应 E(n, P = 0) 的本征态波函数可写为如下形式：

Ψn(x1, x2, x3) = Pn(x1, x2, x3)S(x1, x2, x3), (7.10)

其中 Pn(x1, x2, x3) 是关于坐标的 n 次多项式，S(x1, x2, x3) 是与 n 无关的函数，且对 {x1, x2, x3}
的置换保持不变：

S(x1, x2, x3) = S(x2, x3, x1) = S(x3, x1, x2) = S(x2, x1, x3) = S(x1, x3, x2) = S(x3, x2, x1). (7.11)

解：(nu, nv, P ) 是可以完全对角化哈密顿量的一组动力学变量完全集，其描述的量子态波函数为

⟨x1, x2, x3|nu, nv, P ⟩ = exp[iP (x1 + x2 + x3)/3]Hnu
(u)Hnv

(v) exp[−
√
3mω(u2 + v2)/2]. (7.12)

任何对应能量 E(n, P ) 的本征态，可以用这一组基线性展开（以下 P = 0）：

⟨x1, x2, x3|Ψn,P=0⟩ =
∑
nu,nv

δn,nu+nv
Anunv

Hnu
(u)Hnv

(v) exp[−
√
3mω(u2 + v2)/2], (7.13)

其中 Anunv 是线性组合系数。注意到

u2 + v2 =
1

3
[(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x1)

2], (7.14)

是关于 x1,2,3 轮换的不变的，且注意到 Hnu
(u)Hnv

(v) 是关于 x1,2,3 的 n = nu + nv 阶多项式。我
们不妨定义

Pn(x1, x2, x3) =
∑
nu,nv

AnunvHnu(
x1 − x2√

2
)Hnv (

x1 + x2 − 2x3√
6

); (7.15)

S(x1, x2, x3) = exp[−
√
3m

2
ω(u2 + v2)] = exp{−

√
3ω

6
[(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x1)

2]}.

(7.16)

这里很容易看出 Pn(u, v) 中的最高次幂是 nu + nv = n，这是因为求和中的每一项中的最高次幂
的项正比于 unuvnv，因此不同的 (nu, nv) 项中的最高次幂项不会因为求和而消去。最后，由于从
(u, v, xc) 到 (x1, x2, x3) 之间是齐次线性变换，因此 Pn(u, v) 的阶数等于 Pn(x1, x2, x3) 的阶数。结
合公式 (7.12)和公式 (7.16)，本征态的波函数可以表达为

Ψn,P=0(x1, x2, x3) = Pn(x1, x2, x3)S(x1, x2, x3). (7.17)

(3)（10 分）证明当三个粒子为全同玻色子时，基态能量为：

E
(B)
G = E(0, 0) =

√
3h̄ω. (7.18)

当三个粒子为全同费米子时，基态能量为：

E
(F )
G = E(3, 0) = 4

√
3h̄ω. (7.19)

（第 18 页）



第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

写出三个粒子为全同费米子时，基态的波函数（无需归一化），并加以证明。

解：玻色子要求整个波函数对于 x1,2,3 的轮换保持不变。根据上一问结论，这相当于要求
Pnu+nv

(x1, x2, x3) 关于轮换是对称的。不难看出，当 nu = nv = 0 时，P0(x1, x2, x3) 为常数，
显然是关于指标轮换是对称的。同时注意到，当 nu = nv = P = 0 时，Eq.(7.9) 中的能谱也达到最
小值，也就是基态：

E
(B)
G = E(0, 0) =

√
3h̄ω. (7.20)

费米子的多体波函数须具备全反对称性，这相当于要求 Pn(x1, x2, x3) 具有全反对称性。关于三个
变量的最低阶全反对称函数是唯一的（除了一个常数因子），阶数为 3。因此猜测

P3(x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1). (7.21)

既然 n 的最小值为 3，我们猜测基态能量：

E
(F )
G = E(3, 0) = 4

√
3h̄ω. (7.22)

基态波函数为：

Ψ
(F )
0 (x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) exp{−

√
3ω

6
[(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x1)

2]}.

(7.23)

为了证明 Ψ
(F )
0 是基态，首先注意到不存在比 n = 3 更低的全反对称多项式，所以只需要证明这是

一个本征态。首先注意到 (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) 可以写成 u, v 的三阶多项式 f3(u, v)（因为
里面不显含 (x1 + x2 + x3)）。利用厄米多项式的完备性不难证明 un 可以写成 H0,...,n(u) 的线性组
合，vn 可以写成 H0,...,n(v) 的线性组合。因此

f3(u, v) =
∑
i,j≤3

CijHi(u)Hj(v) =
∑

i+j=0

CijHi(u)Hj(v) +
∑

i+j=1

CijHi(u)Hj(v) (7.24)

+
∑

i+j=2

CijHi(u)Hj(v) +
∑

i+j=3

CijHi(u)Hj(v).

接下来注意到不存在全反对称的一阶、二阶的三变量多项式，因此上式中前三项必须为 0，即

f3(u, v) =
∑

i+j=3

CijHi(u)Hj(v), (7.25)

满足 Eq.(7.15) 在 n = 3 的一般形式，证毕。

另解：猜出 Ψ(F )(x1, x2, x3) 的波函数后，证明 (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) 其实是 H1(u)H2(v) 和
H2(u)H1(v) 的线性组合；或者直接带入哈密顿量验证它是本征态。

(4)（5 分）现假设共有 N 个费米子，相互作用为：

V (x1, . . . , xN ) =
mω2

2

∑
1≤i<j≤N

(xi − xj)
2, (7.26)

（第 19 页）



第一届 “天目杯” 理论物理冬令营竞赛试题（含参考答案）

（注意当 N = 3 时该相互作用退化为公式 (7.2))。无需过程和归一化，直接写出体系基态的波函数。
解：根据上述 N = 3 的结果，猜测在 N 个费米子情形，我们有基态波函数

Ψ
(F )
0 (x1, . . . , xN ) =

N∏
i ̸=j=1

(xi − xj) exp[− ω

2
√
N

N∑
i<j

(xi − xj)
2]. (7.27)

最后得到的多体费米子基态波函数，形式上看与在谐振子外场下 N 个无相互作用粒子的基态波函
数十分类似。由此可见，纯粹的简谐形式相互作用，本质上与无相互作用情形无异。

结果的等价表达式还有：

Ψ
(F )
0 (x1, . . . , xN ) =

N∏
i ̸=j=1

(xi − xj) exp[−
√
Nω

2

N∑
i

(xi − xc)
2]. (7.28)

Ψ
(F )
0 (x1, . . . , xN ) =

N∏
i ̸=j=1

(xi − xj) exp[−
√
Nω

2
(

N∑
i

x2i −
(
∑

j xj)
2

N
)]. (7.29)

本题中可能需要用到的知识：质量为 m，频率为 ω 的一维谐振子未归一化的本征态波函数为
Hn(x) exp(−mωx2/2)（n = 0, 1, 2, . . .），其中 Hn(x) 是 n 阶多项式。
【编后】本题以证明已知的结果为主，因此对证明过程的严谨性的要求比较高，毕竟凑出一个形式简
单的结果并不难。本题很多“零分”答案中弄混了题干的情形和一个谐振子外场中放三个粒子的情形，而
后者在习题中比较常见。经典力学中的质心运动分离法在处理此问题时并没有太大优势，很容易误解为
质心平动加上三个谐振子的情形，而 x1,2,3 − xc 并不是三个独立的变量。最后一问中，如果要严格证明
结果，需要的简正坐标的构造跟一维声子的构造方式非常类似，请尝试挑战吧。最后，从 Eq.(7.28) 来看，
基态波函数的形式与在谐振子外场下 N 个无相互作用的费米子基态波函数几乎全同，我认为这是平均场
近似在二次型相互作用下即为严格解的缘故。
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